Forme normale de Smith

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 122 : Anneaux principaux. Exemples et applications.

— 142 : PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

— 162 : Systemes d’équations linéaires, opérations élémentaires, aspects algorithmiques et consé-

quences théoriques.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit A un anneau euclidien, § un stathme euclidien de A et m,n € N* et
M e M,,.(A).
fi (0)
3(P,Q) € GL,(A) x GL,(A)/PMQ — e
(0) 0
avec f1,..., fr € A tels que f1]...|f, avec unicité modulo les inversibles de A.

Preuve :

f1O..0
Etape 1 : Montrons qu’il existe f; € A et P,Q tel que PMQ = (0 ) tel que pour
R 4
0
tout (i,5) € [1,m — 1] x [1,n — 1], £ilVy
Si M =0, alors f; = 0 convient.
Sinon, considérons X la classe des matrices équivalentes a M et considérons

fl = {ngd(Mij)7 (Zvj) S H1>mﬂ X H1>n]]’M € X}

On a alors 0(f1) < d(u;j) pour tout (z,7) € [1,m] x [1,n], M € X. Considérons la matrice M tel que
f1 est un coefficient de M. Quitte a permuter les colonnes et les lignes, on peut supposer que f; se
situe en haut a gauche de M :

fl Uz ... Ulp
U21

M =
Upl -+ o Upp



On effectue la division euclidienne pour Cf :
Vi € [2,m],3q;,r; € AJun = q;ifr + 1 avec §(r;) < 6(f1)

f1
T2 (%)

(Li — L — qiLl)

Tm

Par minimalité de fj,onary=---=r, =0.

De méme pour L, :
V] c [[2,71]], E|q]',7”j c A/ulj = q]'fl + T; avec (S(Tj) < 5<f1)

fir2 ) ™
0 *
(C) < Cj=q;Ch) | |
0
fi 0 ...0
0
Par minimalité de f;,onary =---=r, =0. Donc M est équivalente a | . v
0
Montrons alors que Vi, j, f1|Vij.
fl Vi Vin
0 *
Pour i € [2,m], on effectue Ly < Ly + L; _ )
0
On réalise la division euclidienne pour L,
Vi € [2,n],3q;,r; € A/Vij = q;f1 +1r; avec 0(r;) < O(f1) et de méme par minimalité de f; :
ro=--- =1, =0donc Vj e [2,n],V;; = ¢ fr dou Vi, j, f1|V;.

Etape 2 : Montrons le théoréme par récurrence sur m +n € N\ {0, 1}

— Initialisation : Pour m +n =2, M € M;(A) ok

— Hérédité : Soit n,m € N* tels que m +n > 3. Supposons le résultat vrai pour tout p,q € N*
hiy

tel que p+¢q =m+n—1 pour tout N € M, ,(A), N est équivalente & s 0 avec

0

hal ... |hs.

Sim =n =1, le résultat est acquis.
fi0 0
0

Sinon, par ce qui précede, M est équivalente a ( . ) et par hypothese de récurrence
. fiM’

5

M’ est équivalente a R avec fi|...|fl.

)



Soit f; = fifj, ona fi|...|f, et M est équivalente a

S

fr

Etape 3 : Montrons ’unicité modulo les inversibles

Soit k € [1,min(m,n)], I(M) 'idéal engendré par le déterminants des mineurs de taille k£ de
taille M.
Montrons que VP, Q € GL,,(A) x GL,(A), [,(M) = I,(PMQ).
Par multilinéarité du déterminant (*) du déterminant, les mineurs de taille k& de PM sont des
combinaisons linéaires de mineurs de taille k£ de M d’ou I (PM) C I (M) et de méme a droite
I (M'Q) C Ix(M') pour toute matrice M'.
D’ou en notant S une forme normale de Smith de M, on a

Vk € [1,min(m,n)], (M) = I(S) = {<f1,...,fk> sike[l,r]

0 sinon
Ainsi, soit S, 5" deux formes de Smith de M de facteurs invariantes respectifs fi,..., fr et fi,..., fi.
On aVk e [1,r],{(f1,--, fx) = {f1,- -\ fr)-
fi = uy f1
D’ou [ : : avec uq, ..., u, inversibles car le pged est unique a inversible pres.

fioo i =uwfi f;
D’ou de proche en proche

vj € [1,7], 3u; € A/ f = u;f;

D’ou l'unicité a inversible pres. O



Annexe

Lemme 1 (*). Soit M € M,,,(A), P € GL,,(A), les mineurs de taille k de PM sont
combinaisons linéaires des mineurs de taille k de M a coefficients dans A.

Preuve : Soit M, la matrice extraite de M en gardant I = {iy,...,ix} lignes de M et J =
{j1,---,jx} colonnes de M.

Notons (C;) les colonnes de M, M = (01 Cn> et My = (CI,]-I C’I,j5>.
Si P = (pij)(j)ein2, on a MP = <Zpi10i Zp,-nCi). D’ou :
i=1 i=1

(MP)IJ = <Zpilcl,j1 meCI,jk>

i=1 i=1
Par multilinéarité du déterminant, on a det((M P);. ) est combinaison linéaire des mineurs My ; ou
J est un ensemble de k—indice.
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